Chapitre 1

Les nombres complexes

Historiquement les nombres complexes ont été introduits au 16eme siecle pour un
probleme mathématiques : résoudre une équation du troisieme degré qui n’avait pas
de solution dans R. L’idée était d’introduire un nombre dont le carré était négatif
(ce qui n’est pas possible dans R). Peu a peu, la théorie des nombres comlexes a
été construite et s’est avérée tres utile pour la résolution de nombreux problemes
mathématiques et également en physique (électricité, optique, mécanique etc..).

Partons de 1’équation “fondamentale de degré 2” 22 = a olt @ € R. On a revu en
TD

e Si a =0, ’équation admet une solution unique dans R, a savoir x = 0

e Sia > 0, équation admet deux solutions dans R, x; = y/a et x5 = —/a, ce
sont les deux nombres réels dont le carré donne a.

e Sia <0, 'équation n’admet pas de solution dans R.

Donc l'idée est de construire un nouvel ensemble de nombres contenant les ensembles
déja existant N, Z, D, Q et R et tel que I'équation 22 = a o1 a € R, a < 0 admette
des solutions.

En quoi cette équation est fondamentale ?

Comme on 'a vu en TD, dans le cas d'une équation du second degré de la forme
ax® + bx + ¢ = 0 on peut toujours se ramener, en mettant le polynéme du second
degré sous forme canonique, & une équation du type X? = a.

Exemple 1 22 +22 —8=(z+1)2 -9

Résoudre x2 + 2x — 8 = 0 revient a résoudre ....

1 Ecriture algébrique et regles de calcul

Définition 1 1[I existe un ensemble noté C et appelé ensemble des nombres com-
plexes qui vérifie les propriétés suivantes

e RCC.

o L’ensemble C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent
celles de R et les regles de calculs sont conservées.

o Il existe un élément de C noté i qui vérifie i* = —1 (i est un nombre dont le
carré vaut -1)



e Tout élément z € C s’écrit de maniére unique z = r+iy oux € R et y € R.
Cette écriture est appelée écriture algébrique d’un nombre compexe

r = Re(z) “partie réelle de 2”7 et y = Im(z) est la partie imaginaire de z. Ce sont
des nombres réels !

Si Im(z) = 0 alors z = 2 € R, z est un nombre réel. Si Re(z) = 0 alors z = iy ou
y € R, on dit alors que z est un imaginaire pur.

Exemples 2 2z = 1 —14, 20 = =24 31, 23 = —31, 24 = —2 sont des nombres
complexes, z3 est un imaginaire pur et z4 un réel.

Une conséquence immédiate importante de la définition (unicité de I’écriture algébrique)
est la propriété suivante :

Propriété 1 Soitz e R, y e R, 2/ € R et iy € R,

r+iy=a"+iy < z=2ety=1
Autrement dit deux nombres complezes écrits sous forme algébrique sont égaux si et
seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.
Remarques intéressantes a ce niveau a propos des équations

L’équation X% = —1 admet deux solutions dans C, i et —i. En effet i2 = —1 et
(—i)? = (—1) X (—i) = > = —1. On dit que 7 et —i sont les “racines carrées” dans
C de —1. Ce sont les deux seuls nombres dont le carré est égal a —1.

Dans ces conditions, on sait résoudre dans C, toute équation de la forme X? = a

avec a € Ret a <0.
Exemple 3 Résoudre dans C, I’équation z? = —9.

Exemple 4 Résoudre dans C 'équation 2% + 2x + 10 = 0 : on passera par la mise
sous forme canonique du polynome du second degré.

Définition 2 Tout nombre complere z € C ot z = x + 1y avec x € R et y € R,
admet un nombre complexe appelé conjugué de z qui est noté z et défini par

Z=x—1

Un nombre complexe et son conjugué ont la méme partie réelle et des parties imag-
inaires opposées. A noter que z = z.

On peut déduire des propriétés utiles :

Propriété 2 i) z=zZ <= z€R

i) —z =% <= z est un imaginaire pur.
z+z z—Z

et Im(z) = —
2

iii) Re(z) =



Preuve Voir tableau
On déduit également des regles de calculs :

Propriété 3 Soit z € C et 2/ € C

a) z+2 =7+ 2,

b) 22/ =z x 2, si 2 #0, (i):i/.
z

Z/

La preuve est laissée en exercice. Une application importante de cette propriété
permet d’obtenir 1’écriture algébrique de I'inverse d’un nombre complexe.

Soit z=z+iyouxreRetyecR, 2#0. Alors

2z = (x +iy)(z —1y) = % — (zy)2 = 22 4 ¢
donc 2z € R.

1z 1 T — 1y T — 1y

z 2z x+iy:(x+iy)(x—iy)_a72+y2

A retenir : pour obtenir I'écriture algébrique de l'inverse d’'un nombre complexe,
on multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué. On utilise la méme
méthode pour un quotient de nombres complexes.

1
Exemple 5 Donnez I’écriture algébrique de z = T4
7
Exercice 1 Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants.
1 2+
=2+3)(1+1 =B3—-19)B3 4+ = (1 + 3i)? = =
21 ( + Z)( +Z)7 Z2 ( Z)( _'_Z)? Z3 ( + Z) )y “4 1+2Z7 <5 1+327

5—3i 1+4\%
ze = Z7 =
ST = +20) " \1—

Voir tableau

2 Représentation géométrique d’un nombre com-
plexe

On se place dans le plan P rapporté a un repere orthonormé (O,1,]). Alors tout
point de ce plan (ou tout vecteur) est caractérisé par le couple de ses coordonnées.

Voir tableau

Définition 3 Soit = = x + iy un nombre complexe ou (x,y) € R?. On dit que z
est Uaffize du point M de coordonnées (x,y), M est appelé 'image de z. On note
M (2).

On dit également que z est ['affive du vecteur © = x7+ yJ. u est appelé le vecteur
image de z.



On a deux interprétations géométriques des complexes, la premiere est ”affine” (rel-
ative aux points de P), la deuxieme est "vectorielle” (relatives aux vecteurs de P).

Exercice 2 Dans le plan P muni du repere orthonormé (O,1,7), placez les points
My, My, M3, My, Ms d’affixe respectif 21 = 1 + 2i, 29 = Z7, 23 = 21, 24 = —3i et
z5 = 3. Voir tableau. Que remarquez-vous ?

Propriété 4

Les images de z et de Z sont symétriques par rapport a l’axe des abscisses.

Les images de z et —z sont symétriques par rapport a l'origine du repere O.

Les images de z € R sont situés sur l’axe des abscisses et les images de z ou z est
un imaginaire pur (z =iy, y € R) appartiennent a l’aze des ordonnées.

Remarques Importantes Si M a pour affixe z et si M’ a pour affixe 2’ alors le
vecteur M M’ a pour affixe 2/ — z. Si M a pour affixe z, le vecteur OM a pour affixe

3 Module d’un nombre complexe

Définition 4 Soit z € C, z = x + 1y ou (z,y) € R%. On appelle module de z le
nombre réel positif noté |z| défini par |z| = /22 + y>.

Remarques Importantes (a retenir)

Siz =z €R, |z| = |z|] (le module de z correspond a la valeur absolue de ).

e Siz=1iyouy€R, z est un imaginaire pur, |z| = |y|.

Si M est I'image de z alors le module de z correspond a la distance de O a M,

s
2| = OM = ||OM]]
Voir tableau.
o 2z =u’+y*=z]?
. . Y
e Si M et M’ sont d’affixe respectif z et 2’ alors MM' = ||MM'|| = |2/ — z|.

Exercice 3 Soit A d’affixe z = 1 44, B d’affixe 2/ = 1 — i, montrez que le triangle
OAB est isocele en O.

Propriété 5 e 2]|=0 < z=0.

o SizeC, Re(z) <|z| et Im (2) < |z].

o SizeCets €C s = ol ] ctoi ¥ £ 0, alors | 2] = .
z z
o 1
particulier |—| = —.
2




o [z =]zl =]~z
o [négalité triangulaire |z + 2’| < |z| + |7/|.

La démonstration est a faire en exercice.
Remarque Si on revient a I’écriture algébrique de I'inverse d’'un nombre complexe
vue précédemment, si z # 0,

1z oz
z 22 |z)?
Exemple 6 Donnez I’écriture algébrique de T
1
1 1—44 1—44 1—44 1 4

114 (1+4)(1—4) [L+4p 17 17 17

Cas particulier des nombres complexes de module égal a 1.

Soit z € C tel que |z|] = 1. Si on représente M l'image de z dans le plan, on a
|z| = OM = 1. Cela signifie que tous les nombres complexes de module égal a 1 ont
leurs images situés a la distance 1 de O (I'origine du repere), cela signifie que tous
ces points M d’affixe z appartiennent au cercle de centre O et de rayon R = 1 (le
cercle trigonométrique).

1
Si z € C, tel que |z] = 1 alors d’une part z # 0 et ‘—‘ = 1. Si M est d’affixe z,
z

1
M appartient au cercle trigonométrique et M’ d’affixe — appartient aussi au cercle
z

trigonométrique.

1
2| =1 <= |2’=1 <= 2Zz2=1 <= z=".
z

St z est un nombre complexe de module égal a 1 son inverse est égal a son conjugué.

Exemples 7 donnez des exemples de nombres complexes dont le module est égal a
1.

4 Ecriture exponentielle d’un nombre complexe

On a vu au début de ce cours I'écriture algébrique d’un nombre complexe, cette
écriture est pratique pour faire des sommes (ou des différences). On va voir une
autre écriture qui s’averera plus pratique pour les produits et quotients.

4.1 Notation d’Euler

Définition 5 Pour tout 0 € R, on note € le nombre complexe (de module égal a
1) défini par '
" = cos(f) + isin(f)



Siz=e" onf €R, cos(f) = Re(z) et sin(f) = Im(z), I'écriture cos(f) + isin(f) est
Iécriture algébrique de e ; de plus |z| = y/cos?(0) + sin?(h) = 1.

Interprétation dans le plan : si z = ¢ on § € R, M d’affixe z appartient au cercle
trigonométrique et M a pour coordonnées (cos(6),sin(f)). 6 est une mesure en radian

e
de I'angle orienté formé par le vecteur 1 et le vecteur OM, on a (1,OM) = 0 + 2krw
ou k € Z. Voir tableau.

Exemples 8 Donnez ’écriture algébrique des nombres complexes suivants, placez
leurs images dans le plan.

2 =62, 2g=¢2, z3=¢€", 2z ="

Propriété 6

i) Tout nombre compleze z, non nul, de module égal a 1, s’écrit z = € ou 6 € R,
et 0 est une mesure en radian de l’angle orienté formé par le vecteur 1 et le
vecteur OM . Attention, cette écriture n’est pas unique (0 est défini modulo
27). 0 est appelé un argument de z.

i) e =¥ = 0=0 +2kn, k€Z.
On a les propriétés suivantes (pratique pour les produits, quotients et puissances).

Propriété 7 Soit 0 € R, 0 € R

. ; 0! ; /
Z) elf x et — 61(0+6’ )

.y € i(0—0")
i) — =e :
/ e
iv) Pour tout n € Z, (e?)" = e™.

Voir tableau (point ii)

. . 1 . s N
Exercice 4 z = i = €'z, ¢ est un nombre complexe de module égal a 1. Quel est
son inverse, son conjugué, son opposé 7 (écriture algébrique et exponentielle)

On déduit aussi les formules d’Euler :
i0 —i0 i0 —i0
e’ +e e” —e
Z " gnf) = ———
5 , sin(0) 5

ATTENTION Soit z € R, ne pas confondre e” qui est un nombre réel strictement
positif (image de x par la fonction exponentielle étudiée au lycée) et e qui est un
nombre complexe de module égal a 1 et dont la définition est

cos(f) =

i

e = cos(z) + isin(x)



4.2 Ecriture exponentielle d’un nombre complexe, cas général

Définition 6 Tout nombre complexe z € C, z # 0 s’écrit sous la forme
z = pe
oup>0etheR avec
o p = |z| est unique,

e 0 est défini modulo 2w (cela signifie a un multiple entier de 2w pres). On dit
que 0 est un argument de z. Attention [’argument n’est pas unique.

Cette écriture est appelé écriture exponentielle du nombre compleze z.

Remarques importantes et interprétation géométrique de cette écriture

Cela signifie que tout nombre complexe non nul peut sécrire comme le produit de
son module par un nombre complexe de module égal a 1.

Si z = pe? = p(cos(f) +isin(h)) = pcos(d) + ipsin(f), vous avez ainsi 'écriture
algébrique de z (a retenir pour passer de I’écriture exponentielle a I’écriture algébrique).
Si M est d’affixe z, cela signifie que M a pour coordonnées (pcos(f), psin(d)). Que
représente p et 6 pour le point M dans le plan muni d’un repere orthonormé ?

-
On sait déja que p = |z| = OM = ||OM]|, 6 = arg(z) est une mesure en radian de
I'angle formé par le vecteur 1 et le vecteur OM, on a (I,OM) = 0 4+ 2kw ou k € Z.
Voir tableau.

Pourquoi 2k7 ne modifie par le nombre complexe z ? Voir tableau
Cette écriture exponentielle tres pratique pour les produits et les quotients n’est pas
unique (plus exactement la valeur de § = arg(z) n’est pas unique). D’ou la propriété

Propriété 8 Soit p >0, p) >0,0 € R, ¢ € R.

pet? = ple?  — p=r
0 =0+ 2% kel

Deux nombres complexes écrits sous forme exponentielle sont égaux si et seulement
si, ils ont le méme module et le méme argument modulo 2 (a un multiple de 2w
pres).

Exercice 5 Placez les points My, My, Ms et M, d’affixe respectif z; = 2¢'2, 2y =
273 z3 = 3¢'T. Donnez le module de chacun de ces nombres complexes et leur
écriture algébrique.

Exercice 6 Donnez l'écriture exponentielle (sans trop réfléchir) des nombres :
21 =4, 20 =21 = —4i, 23 = —2, z4 = 3. On notera que ces nombres complexes
sont des imaginaires purs ou des réels.

Comment passer de I’écriture exponentielle a 1’écriture algébrique 7

7



Tres facile en utilisant la définition de . Voir tableau.
Comment passer de I’écriture algébrique a I’écriture exponentielle 7
Voir tableau.

Exercice 7 Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes suivants
=144, 22=1+4+iV3,23=1+43i

Exercice 8 Soit x € R. quelle est I’écriture exponentielle de z; = cosx + isinz 7
Et celle de zo =sinz +icosx 7

5 Equations du second degré dans C

On veut résoudre 1'équation (E) du second degré de la forme az? + bx + ¢ = 0 ou a,
b et ¢ sont des nombres complexes.

5.1 Cas ou a, b et c sont des réels (en parti vu au lycée)

On calcule (sauf si on peut éviter) le discriminant A = b* — 4ac. Si a, b et ¢ sont
des réels, A est aussi un nombre réel, il a donc un signe, les solutions de I’équation
dépendent du signe de A.

e Si A > 0, I'équation admet deux solutions réelles disctinctes

_ —bVA ) —b—VA

T 2a - 2a

9 =

On remarque que VA et —/A sont les 2 solutions (réelles) de I'équation
X?2=AouA>0

e Si A =0, I’équation admet une solution réelle double

—b

X1 = —
2a

e Si A <0, I'équation admet deux solutions complexes conjuguées

_ —b+iv/|A| vy — —b—iy/|Al
’ 2a

2a

T

On remarque que i1/|A] et —iy/|A| sont les 2 solutions (complexes) de I'équation
X?=AouA<0

Exemple 9 Résoudre dans C I'équation 22 + 2 + 1 = 0. Voir tableau.



5.2 Cas ou a, b et ¢ sont des complexes

On commence par calculer A = b? — dac, A € C (attention A peut aussi étre un
réel !). La résolution de 1’équation (E) se passe en deux étapes.

e Etape 1 : on commence par résoudre I'équation X? = A (plus ou moins
difficile), on cherche donc les nombres X € C dont le carré est égal & A. On
notera d; et Jy ces deux nombres (on a toujours d; = —d;). On dit que J; et

0, sont les "racines carrées” de A.

e Etape 2 : les solutions dans C de I'équation (FE) ax? 4+ bx 4+ ¢ = 0 s’écrivent

—b+d, —b—6,
Ty = , Lo =
2a 2a

On remarque que d; et —d; = d2 sont les 2 solutions (complexes) de ’équation

X?=AouAeC

Exemple 10 Résoudre dans C I'équation (E) z? — (1 — i)z — i = 0. Voir tableau.
Rappels des étapes : on commence par calculer le discriminant A puis on résout
I'équation X2 = A pour trouver d; (et ds), puis on trouve les solutions de (F).

6 Applications des nombres complexes a la trigonométrie

6.1 Linéarisation

Linéariser consiste a transformer un produit de cosinus ou sinus (ou une puissance)
en une somme. Ce sera utile pour l'intégration par exemple ou pour retrouver
certaines formules de trigonomfrie.

Exemples 11 Linéariser cos?(), sin?(6). En TD, on verra d’autres exemples.

6.2 Formule de Moivre

Propriété 9 Pour tout 8 € R, pour tout n € N alors

(cosf + isin0)" = cos(nb) + isin(nb).

Démonstration On sait que e = cos@ + isiné donc

(cos@ + isinf)™ = ()" = ™ = cos(nb) + isin(nd).

Remarque A partir de I’écriture exponentielle (dans C) on peut retrouver la plupart
des formules de trigonométrie.....



