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Département Mesures Physiques

Mathématiques - Fiche n°1

Exercices supplémentaires sur la transformée de Laplace.

Exercice 1

1. Tracez les graphes des fonctions P, ) définies ci-dessous puis calculez leur transformée
de Laplace.

Pt) = tU(t) + (—;t + g)L{(t 14 (%t - ;)L{(t —3), Q) = () + (1 — Ut —1).

2. Mémes questions avec la fonction porte définie par TI(t) = U(t) —U(t — 1).

Exercice 2

On considere les fonctions fi, fa, f3 définies par

fi() = sin(z — 5) U(z — 7)
fa(x) = sin(z — 7) U(x)
f3(x) = sin(z) U(z — F)

a) Représenter graphiquement chacune des trois fonctions.
b) Déterminer leur transformée de Laplace.

Les exercices 3 et 4 sont liés

Exercice 3

1
1. Calculez l'original de F'(p) = TR
P

2. Décomposez en éléments simples la fraction rationnelle G(p) =

3. En déduire l'original de G.

1
p*(10p+1)

Exercice 4

On considere la fontion x définie par

0 si t<0
zt)y=< t si 0<t<10
0 si t>10

1. Représentez graphiquement la fonction z dans un repere orthonormé.
1 1410
2. On note X sa transformée de Laplace. Montrez que X (p) = — — #e*mp.
p p
3. Le signal d’entrée t — z(t) est envoyé dans un circuit intégré. Il y subit une
transformation. Le signal de sortie noté ¢ — y(t) a pour transformée de Laplace

1
Y(p) = 1510 X(p). En utilisant P'exercice 1, déterminez le signal y (on prendra
P
soin de bien définir la fonction y sur chacun des intervalles | — oo, 0], [0,10] et
[10, 4-00]).

Exercice 5

Le but de cet exercice est de déterminer II x Il sans utiliser le produit de convolution. On
rappelle que I1(t) = U(t) —U(t—1). On note F sa transformée de Laplace. Calculez F' x F’
et en déduire I * IT (on représentera graphiquement les fonctions IT et IT * IT) .



Exercice 6 Utilisation de la transformée de laplace pour la résolution des systémes
différentiels

En utilisant la transformation de Laplace, résoudre le systéeme différentiel avec conditions
initiales suivant:

2(t) = x(t) — 2(¢) z(0)=0
y'(t) = y(t) + =z(t) avec y(0)=0
()= z(t) + y@) + =2(¢) 2(0)=1

Exercice 7
25
(p+1)2(p*+4)
1. Décomposer F' en éléments simples sur R.
2. Déterminer l'original (dans la transformation de Laplace) de F'.
3. Résoudre le probleme de Cauchy suivant :

On considere F définie par F(p) =

Y+ 4y = 25te ' U(t)
y(0) =0
y(0) =1

Exercice 8 Fzxercice de synthese

On considere la fontion f définie par

ft) =

1. Calculez, F, la transformée de Laplace de f.
2. On considere les fonctions H et G définies par

Hp) = ———-—+——
) = e+
tifs de H et G.
3. Résoudre, en utilisant la transformée de Laplace, ’équation différentielle avec con-

dition initiale : y/(¢) + y(t) = f(t), y(0) = 5.

0 si t<m
3sint si t>w

et G(p) = e P"H(p). Déterminez les originaux respec-

Exercice 9 Ezercice de synthese
X
(X +2)(X2+4)

On considére la fraction rationnelle suivante : F'(X) =

a) Décomposer F' en éléments simples sur R.
b) Déduire de cette décomposition 'original (dans la transformation de Laplace) de

p

Fp)=—P2
TR (R
¢) Montrer que Doriginal de G ot G(p) = e P7 F(p) est la fonction ¢ définie par

ez _op 1 . 1 )
_ - _Z >
g(t) = 46 +451n2t 40082t sit>
0 sit <

d) Retrouver l'original de F' en utilisant le produit de convolution.

INERRNEY

Exercice 10 Ezxercice de synthése

Résoudre, en utilisant la transformation de Laplace, le probleme de Cauchy suivant :

{ y' + 3y + 2y = tU(t)
y(0) =¢/(0) =0



Exercice 11
1

P+ 1P+2)(p+3)
loriginal de F' puis en déduire la transformée de Laplace de la fonction g définie par

g(t):f(tt)sit>0.

On considere la fonction F' définie par F(p) = Déterminer f

Exercice 12 Application a la résolution des équations différentielles avec conditions ini-
tiales : exercice de syntheése

1. Soit a un nombre réel strictement positif. On considere la fonction ¢ — x(t) définie

par
0 si t<0
zt)=¢ 1 si 0<t<a
0 si t>a

a) Donner Pexpression de la fonction x a l'aide de la fonction échelon unité.

b) Calculer sa transformée de Laplace.
1

p(p* +2p+5)
G(p) = e P*F(p) et H la fonction définie par H (p)
originaux respectifs de F', de G et de H.

3. Résoudre en utilisant la transformée de Laplace 1'équation différentielle (avec
conditions initiales) suivante :

2. On note F' la fonction définie par F'(p) = , G la fonction définie par

= 5" Déterminer les
p°+2p+5

Exercice 13 Impulsion de Dirac

Pour tout nombre € > 0, on considere la fonction

0 si t<0
1
d. - RoR, td(t)=4 ¢ & 0st<¢
0 si t>¢
1. Représenter graphiquement les fonctions do, d1, d 1 et d 1sur Iintervalle [—1, 3].

+oo
2. Que vaut / d.(t) dt.

0
3. Calculer la transformée de Laplace D, de d..
4. Quelle est la limite de D.(p) quand ¢ tend vers 0 ?



